Il laboratorio e strutturato in quattro incontri destinati a studenti di III, IV e V anno di liceo
scientifico.

I) Il primo incontro si apre con una chiacchierata sulle origini della nozione di frattale, nonché
sulle questioni matematiche e sulle applicazioni che tali oggetti permettono di affrontare.
Dopo aver fornito definizioni intuitive di frattale ed autosimilarita, si sottolinea che, per
poter costruire un frattale, occorre conoscere e saper utilizzare trasformazioni geometriche
elementari. Per semplicita si lavora nel piano. Vengono, quindi, proposti alcuni esercizi
che permettono agli studenti di prendere confidenza con traslazioni, ometetie, rotazioni e
riconoscere gli invarianti di tali trasformazioni. Partendo da quelle assegnate si chiede agli
studenti di desumere 1’espressione generale di una trasformazione affine nel piano e riuscire
a distinguerne la tipologia in base ai valori dei coefficienti. Ovviamente 1'incontro potrebbe
procedere con un approfondimento sulle trasformazioni affini e sulle loro proprieta.

Di seguito vengono riportati gli esercizi proposti agli studenti.

ESERCIZIO n. 1 (2016)

Sia data la trasformazione di coordinate

X =x+1
Y =u.

i) Come si trasforma il triangolo di vertici (-1,0), (0,1), (0,-1)7
i1) Si conservano area, perimetro, angoli?

ESERCIZIO n. 2 (2016)
Sia data la trasformazione di coordinate
X =z
Y =y-—2
i) Come si trasforma il triangolo di vertici (-1,0), (0,1), (0,-1)7

i1) Si conservano area, perimetro, angoli?
ESERCIZIO n. 3 (2016)

Sia data la trasformazione di coordinate

X =z+1

Y =y—2.
i) Come si trasforma il triangolo di vertici (-1,0), (0,1), (0,-1)?
i1) Si conservano area, perimetro, angoli?

i71) Come si chiama questa trasformazione? Come si puo scrivere la legge generale?



ESERCIZIO n. 4 (2016)

Sia data la trasformazione di coordinate

x
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i) Come si trasforma il triangolo di vertici (-1,0), (0,1), (0,-1)7

i1) Si conservano area, perimetro, angoli?
ESERCIZIO n. 5 (2016)

Sia data la trasformazione di coordinate

X =2

Y =2y.

i) Come si trasforma il triangolo di vertici (-1,0), (0,1), (0,-1)7

i1) Si conservano area, perimetro, angoli?
ESERCIZIO n. 6 (2016)

Sia data la trasformazione di coordinate

X =-2x

Y =-2y.

i) Come si trasforma il triangolo di vertici (-1,0), (0,1), (0,-1)7
i1) Si conservano area, perimetro, angoli?

i11) Come si puo scrivere la legge generale? Come si trasformano area e perimetro?
ESERCIZIO n. 7 (2016)

Si considerino i due quadrati Q e Q’ (vedi Figura 1).

i) Esiste una trasformazione che porta Q in Q’? Se esiste, come puo essere scritta?

i1) Si conservano area, perimetro, angoli?

ESERCIZIO n. 8 (2016)

Si considerino i due triangoli T e T” (vedi Figura 2).

i) Esiste una trasformazione che porta T in T’? Se esiste, come puo essere scritta?

i1) Si conservano area, perimetro, angoli?



Figura 1: vedi esercizio 7.
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Figura 2: vedi esercizio 8.



IT) 11 secondo incontro ¢ dedicato alla costruzione “a mano” di un frattale: la curva di von
Koch. Attraverso esercizi mirati gli studenti vengono guidati nella costruzione della curva
mediante 'uso di trasformazioni geometriche introdotte nel primo incontro. Si osserva poi
che la costruzione non ¢ unica e si riflette sul minimo numero di trasformazioni necessarie.
Infine gli studenti si cimentano nel calcolo della lunghezza e dell’area della curva frattale.
Ovviamente 'incontro potrebbe procedere con la costruzione di altri frattali, per esempio

I'insieme di Cantor ed il tappeto di Sierpinski.

Di seguito vengono riportati gli esercizi proposti agli studenti.

ESERCIZIO n. 1 (2016)

i) Disegnare il segmento s di estremi (0,0) e (4, 0) e determinare le coordinate degli estremi
del segmento s’ ottenuto ruotando s di 60 gradi in senso antiorario attorno all’origine.

i) Unire ad s il segmento s” ottenuto traslando s’ di § verso destra. Cosa si ottiene?

i17) Scrivere le trasformazioni geometriche coinvolte nei punti i) e 7).

ESERCIZIO n. 2 (2016)

i) Disegnare il segmento o di estremi (0,0) e (—3,0) e determinare le coordinate de-
gli estremi del segmento ¢’ ottenuto ruotando o di 60 gradi in senso orario attorno

all’origine.
i1) Traslare o di 1 verso destra e, successivamente, traslare ¢’ di % verso destra. Unire i
segmenti ottenuti. Cosa si ottiene?

i11) Scrivere le trasformazioni geometriche coinvolte nei punti i) e 7).

ESERCIZIO n. 3 (2016)

Unire le figure ottenute negli esercizi 1 e 2.

i) Quali e quante trasformazioni sono state usate?

i1) Le trasformazioni usate sono le uniche possibili?

ESERCIZIO n. 4 (2016)

Assegnate le trasformazioni
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i) riconoscere le trasformazioni elementari che intervengono nelle T, ..., T}.

i1) Applicare le trasformazioni 71, ...., Ty al segmento di estremi (0,0) e (1,0). Disegnare i
segmenti risultanti nello stesso sistema di riferimento. Cosa si ottiene?

ESERCIZIO n. 5 (2016): Costruzione della curva di von Koch

Passo 0. Disegnare il segmento & di estremi (0,0) e (1,0).

Passo 1. Dividere £ in tre segmenti di uguale lunghezza individuando le coordinate degli

estremi di tali segmenti.

Passo 2. Costruire un triangolo equilatero avente come base il segmento centrale, contenuto

nel primo quadrante, individuando le coordinate dei suoi vertici.

Passo 3. Rimuovere la base del triangolo.

Passo 4. Ripetere i tre passi precedenti partendo dal segmento &’ di estremi (0,0) e (%, O).

Che relazione intercorre tra la curva costruita al Passo 3 e quella costruita al Passo 47

ESERCIZIO n. 6 (2016)

Calcolare la lunghezza delle seguenti spezzate considerate per costruire la curva di von
Koch:

Quanto varra Ls3?

ESERCIZIO n. 7 (2016)



Riempire la seguente tabella:

n lunghezza di un segmento | numero di segmenti L,

Osservazioni sulla lunghezza della curva di von Koch

Dal grafico riportato in figura si deduce immediatamente che al crescere del numero di
iterazioni n cresce la lunghezza L,, della spezzata

Ln

\4

e, per rendere questi conti concreti, basta notare che se Ly = 1 metro, allora

L24 =1 Km, ngg =1 anno luce!!!



ESERCIZIO n. 8 (2016)

Nessuno si stupisce davanti all’affermazione: un segmento ha area zero. Che succede
per una curva “frastagliata” come quella di von Koch?

Si supponga di calcolare I’area della curva di von Koch ricoprendola con triangoli isosceli
via via piu piccoli.

i) Se si parte con un segmento di lunghezza 1, quanto vale la prima approssimazione
Ay dell’area?

i1) E la seconda approssimazione A;?

i1i) E la terza approssimazione As?



Osservazioni sull’area della curva di von Koch

n area di un triangolo | numero di triangoli A,
V3 _ 3
V31 _ /34
1 12 9 4 Al — 129
V3 (1)2 _ 42 _ V816 _ V3 (4)?2
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V3 (1\7" n _ V3 [(4\"
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Dai dati riportati in tabella e dal grafico in figura si deduce immediatamente che anche
nel caso della curva di von Koch 'area vale zero.
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III) 11 terzo incontro ¢ dedicato alle nozioni di misura e dimensione. Ragionando sulle misure

gia note (0, 1, 2, 3-dimensionali) gli studenti scoprono, attraverso esercizi mirati, che esiste
un’unica misura strettamente positiva, finita, di una figura geometrica regolare e che essa e
legata alla dimensione della figura. Inoltre, essi scoprono che, se provano a misurare la figura
in uno spazio di dimensione piu piccola, la misura ¢ infinita, mentre e zero se ci si mette in
uno spazio di dimensione piu grande. Tenuto conto di quanto osservato sulla lunghezza e
sull’area della curva di von Koch nel secondo incontro, gli studenti sono guidati alla scoperta
della dimensione frattale. Sono presentati altri esempi di frattali (anche attraverso 1'ausilio
del software GeoGebra) di cui viene calcolata la dimensione. L’incontro si conclude con
un’introduzione alla misura di Hausdorff per chiarire agli studenti come si puo calcolare la
misura di un oggetto di dimensione non intera.

Di seguito vengono riportati gli esercizi proposti agli studenti.

ESERCIZIO n. 1 (2016): Cosa intendiamo per misura di un insieme?




ESERCIZIO n. 2 (2016)

Con i dati raccolti nell’esercizio precedente si ottiene la seguente tabella:

Dimensione | Misura che conta i punti | Lunghezza | Area | Volume

0 >0 0 0 0
1 00 >0 0 0
2 00 00 >0 0
3 00 00 00 >0

Si osserva che esiste sempre un’unica misura finita, strettamente positiva. 1 valori delle altre
misure sono zero o infinito.

In quali casi la misura vale zero?

In quali casi la misura vale infinito?

ESERCIZIO n. 3 (2016)

Dato un segmento di lunghezza 1, basta un segmento di lunghezza 1 per ricoprire completa-
mente il segmento assegnato.

i) Quanti segmenti di lunghezza % servono per ricoprire completamente il segmento?
i1) Quanti segmenti di lunghezza % servono per ricoprire completamente il segmento?
i11) Quanti segmenti di lunghezza % servono per ricoprire completamente il segmento?
iv) Quanti segmenti di lunghezza % servono per ricoprire completamente il segmento?

ESERCIZIO n. 4 (2016)

Dato un quadrato di lato 1, basta un quadrato di lato 1 per ricoprire completamente il
quadrato assegnato.

7) Quanti quadrati di lato = servono per ricoprire completamente il quadrato?

71) Quanti quadrati di lato % servono per ricoprire completamente il quadrato?

117) Quanti quadrati di lato = servono per ricoprire completamente il quadrato?

(A%

= O Wi N

)
)
i)
)

Quanti quadrati di lato + servono per ricoprire completamente il quadrato?

ESERCIZIO n. 5 (2016)

Dato un cubo di spigolo 1, basta un cubo di spigolo 1 per ricoprire completamente il cubo
assegnato.

i) Quanti cubi di spigolo + servono per ricoprire completamente il cubo?

2
servono per ricoprire completamente il cubo?

Wl

i1) Quanti cubi di spigolo

servono per ricoprire completamente il cubo?

(=1

i11) Quanti cubi di spigolo



iv) Quanti cubi di spigolo % servono per ricoprire completamente il cubo?

ESERCIZIO n. 6 (2016)

Assegnata la curva di von Koch ~,

i) quante curve ottenute da v con un’omotetia di rapporto
pletamente 7

Servono per ricoprire com-

Wl

i) Quante curve ottenute da vy con un’omotetia di rapporto % Servono per ricoprire com-
pletamente ~?
i1) Quante curve ottenute da v con un’omotetia di rapporto 3% Servono per ricoprire
completamente 7
i1i) Calcolare la dimensione di 7.
ESERCIZIO n. 7 (2016)
L’insieme di Cantor puo essere costruito nel modo seguente.
Passo 0. Prendere un segmento di lunghezza 1.
Passo 1. Dividere il segmento in tre segmenti uguali.
Passo 2. Rimuovere il segmento centrale.
Passo 3. Ripetere i passi 1-2 su ogni nuovo segmento.
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L’insieme di Cantor e l'insieme che si ottiene con infinite iterazioni, rimuovendo ad ogni
passaggio solo il segmento centrale che si forma nella suddivisione di ciascun segmento in 3
segmenti piu piccoli; dunque, in definitiva, I'insieme di Cantor e costituito dalla parte blu
che rimane in figura, dopo infinite iterazioni.

Calcolare la dimensione dell’insieme di Cantor.

ESERCIZIO n. 8 (2016)

Il tappeto di Sierpinski puo essere costruito nel modo seguente.

Passo 0. Prendere un quadrato di lato 1.

Passo 1. Dividere il quadrato in 9 quadrati piu piccoli, ottenuti dividendo ogni lato in tre parti
uguali.

Passo 2. Rimuovere il quadrato centrale.



Passo 3. Ripetere i passi 1-2 su ogni nuovo quadrato.

Il tappeto di Sierpinski e I'insieme che si ottiene con infinite iterazioni, rimuovendo ad ogni
passaggio solo il quadrato centrale che si forma nella suddivisione di ciascun quadrato in 9
quadrati piu piccoli; dunque, in definitiva, il tappeto di Sierpinski ¢ costituito dalla parte
viola che rimane in figura, dopo infinite iterazioni.

Calcolare la dimensione del tappeto di Sierpinski.

ESERCIZIO n. 9 (2016)

i) Scrivere i passi necessari per la costruzione della curva di Hilbert (vedi Figure 1-2 e
supponi che il quadrato di partenza abbia lato 1).

i1) Calcolare la dimensione della curva di Hilbert.
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Figura 1: Le prime 3 iterazioni



Figura 2: La curva di Hilbert



IV) Il quarto incontro ¢ dedicato al trattamento delle immagini, viste come figure geometriche
piane autosimili o localmente autosimili. Con esempi si fa notare agli studenti che e possi-
bile costruire una corrispondenza tra le porzioni di immagine contenute nei quadrati di una
griglia 32x32 pixel e quelle contenute nei quadrati di una griglia 16x16 pixel. Si giunge alla
conclusione che per memorizzare un’immagine e sufficiente memorizzare la lista di associ-
azioni tra le due griglie. Questa fase € nota come compressione frattale di un’immagine. Il
processo di ricostruzione consente di risalire all'immagine a partire dalla lista di associazioni
iterando il seguente ragionamento.

a) Prendiamo una figura piena ed inseriamola nella griglia 32x32.

b) Consideriamo la griglia dei quadrati 16x16 vuota e riempiamola in accordo con la lista
delle associazioni.

¢) Inseriamo la figura ottenuta nella griglia dei quadrati 32x32 ed iteriamo il procedimento
sopra descritto a partire dal punto a).

Di seguito vengono riportati gli esercizi proposti agli studenti.

ESERCIZIO n. 1 (2016)

A partire dalla figura

iterare tre volte il ragionamento sopra descritto utilizzando la seguente lista di associazioni:

Dy — Ry
Dy +— Ry
Dg <— R3
D; +«— Ry
Dy +— Ry
Dy <— Ry
D3 +— R3

D16 — R4.



ESERCIZIO n. 2 (2016)

Consideriamo il triangolo di Sierpinski.

An

AA

Per comprimere 'immagine inseriamo due copie del triangolo nelle griglie 32x32 e 16x16.

D,

Dy

D12

Scrivere la lista delle associazioni.

ESERCIZIO n. 3 (2016)

A partire dalla figura

iterare tre volte il ragionamento descritto a pagina 1 utilizzando la seguente lista di associa-



zioni:

Dy +— R;
Dy +— Ry
D¢ <+— R3
D; «— Rj
Dy +— Ry
Dy <— Ry
Dy — Ry

Dy «— Ry
D3 +— R3
Dy <— R3
D5 +— R3
Dy <— Rs.

ESERCIZIO n. 4 (2016)

A partire dalla figura

iterare tre volte il ragionamento descritto a pagina 1 utilizzando la seguente lista di associa-
zioni:

Dy +— Ry
D3 <— Ry
Ds <— R3
D; +— Ry
Dy +— Ry

Dlg < R2
D16 — R4.



